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Sommario 

Questa nota riporta la formulazione di una funzione gerarchica per la modellazione del comportamento 

dei geomateriali. La funzione è il risultato della combinazione di due equazioni: una definita nel piano 

deviatorico, dipendente dall’angolo di Lode, ed una definita nel generico piano meridiano, dipendente dal 

primo invariante delle tensioni e dal secondo invariante delle tensioni deviatoriche. La funzione è in 

grado di fornire una varietà di forme che rendono possibile il confronto con numerosi criteri proposti in 

letteratura. Il confronto con i dati sperimentali derivati da prove su argille, sabbie, rocce e calcestruzzi 

evidenzia una grande flessibilità della funzione proposta. 

Introduzione 

La modellazione elastoplastica del comportamento dei geomateriali richiede l’assunzione di una 

funzione plastica e di un potenziale plastico nello spazio degli sforzi. Esistono due approcci 

generali per definire queste funzioni: il primo riguarda la definizione di una singola funzione in 

termini di invarianti (Matsuoka e Nakai, 1974; Lade e Duncan, 1975, Lade, 1977; Kim e Lade, 

1984; Mortara, 2008, 2009), il secondo è quello di combinare due equazioni distinte definite nei 

piani deviatorici e nei piani meridiani (Willam e Warnke, 1974; van Eekelen, 1980; Bardet, 

1990; Bigoni e Piccolroaz, 2004; Georgiadis et al., 2004; Mortara, 2010). Questa nota segue il 

secondo approccio partendo dalla derivazione della funzione deviatorica che si ottiene dalla 

famiglia di funzioni derivate dai criteri di Matsuoka e Nakai (1974) e Lade e Duncan (1975). La 

funzione ottenuta, coincidente con quella proposta da Bardet (1990), viene poi modificata allo 

scopo di renderla più flessibile. La funzione sarà poi completata dalla definizione di una 

funzione meridiana.  

La funzione deviatorica 

L’equazione che consente di determinare la famiglia di funzioni deviatoriche è la seguente: 
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Nell’equazione (2), eJ  e cJ  sono i valori che l’invariante J  assume rispettivamente in 

condizioni di estensione e compressione triassiale. Gli invarianti J  e θ  del tensore degli sforzi 

deviatorico 3/'' ijkkijijs δσ−σ=  sono definiti da: 
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La soluzione dell’equazione (1) fornisce la variazione della resistenza deviatorica normalizzata 

ρ  in funzione dell’angolo di Lode θ : 
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L’equazione (4), sebbene posta in forma differente, fornisce esattamente la variazione ( )θρ  

derivata da Bardet (1990). La funzione appena derivata può essere modificata allo scopo di 

incrementare la sua potenzialità nel piano deviatorico. A tale scopo, nell’equazione (4), invece 

di utilizzare un valore costante del rapporto di forma β , è possibile utilizzare una funzione 

dell’angolo di Lode. Allo scopo di ottenere ancora un’equazione isotropa nel piano deviatorico, 

è necessario scegliere una funzione trigonometrica con periodo 3/2π . Una possibile funzione è 

la seguente: 

 ( ) 







θβ−β+β=βθ
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dove cβ  e eβ  sono parametri della funzione. Chiaramente, per ec β=β  si otterrà la funzione di 

Bardet (1990). La figura 1 evidenzia le differenti forme che è possibile ottenere per diversi 

valori di ce β−β .  

 

Figura 1. Forme della funzione deviatorica per diversi valori di βe-βc. 

La funzione meridiana 

La superficie in un generico piano meridiano ha la seguente espressione: 
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dove 1I  è il primo invariante del tensore degli sforzi ij'σ , mentre tI , 0I , α , 1n , 2n  sono 

parametri della funzione. In particolare, tI , 0I  e α  regolano la variazione della dimensione 

della superficie mentre 1n  ed 2n  ne regolano le variazioni di forma. La figura 2 riporta la forma 

delle generiche funzioni 1mf  ed 2mf  e quella fornita dal loro prodotto. Le funzioni sono 

diagrammate in un grafico normalizzato rispetto ai valori di 0I  e HJ , dove HJ  rappresenta il 

valore di J  per il quale la funzione mf  ha tangente orizzontale. 

 

Figura 2. Funzione meridiana normalizzata. 

La variazione dei parametri della funzione (7) rende la superficie risultante simile a diversi 

modelli proposti in letteratura (Nova e Wood, 1978; Nova, 1988; Lagioia et al., 1996; Aubertin 

e Li, 2004; Bier e Hartmann, 2006). Per 5.01 =n  e 12 =n  la superficie (7) è un’ellisse.  

Espressione finale della funzione, determinazione dei parametri e confronto con i dati 

sperimentali 

L’equazione (7) ha il problema di non essere definita per valori di 1I  esterni all’intervallo 

],[ 0II t . Per ovviare a tale inconveniente, la funzione viene riformulata come segue: 

 ( ) 2121211 ,, ffffkkJJIf mm ++ρ−=θ  (8) 
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L’equazione (8) è definita per tutti gli stati tensionali possibili e fornisce sempre valori positivi 

al di fuori della superficie. La funzione proposta necessita 7 parametri per essere definita, 2 per 

la funzione deviatorica e 5 per la funzione meridiana. Sebbene il numero dei parametri possa 

sembrare elevato, la loro determinazione è semplice e si basa quasi esclusivamente su aspetti 

geometrici. Per quanto riguarda la funzione deviatorica, una volta assegnato sulla base dei dati 

sperimentali un valore per eβ , la determinazione di cβ  può essere condotta determinando la 

resistenza normalizzata 30ρ  dei dati per °=θ 30 . Il parametro cβ  risulta essere la radice 
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maggiore della seguente equazione: 
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Per quanto riguarda invece la funzione meridiana, i parametri tI  e 0I  vengono determinati 

dall’analisi diretta dei dati sperimentali. I parametri α  e 1n  sono invece determinati sulla base 

dell’ascissa normalizzata ( ) ( )0/ IIIIR tHtH ++=  e del valore di HJ  (figura 5): 
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Il parametro 2n  viene infine determinato sulla base del minimo scarto con i dati sperimentali. 

Le figure che seguono mostrano alcuni confronti tra la funzione (8) ed alcune serie di dati 

sperimentali. La figura 3 mostra il confronto tra la funzione deviatorica e due serie di dati 

sperimentali determinati con l’apparecchiatura triassiale vera. Come si può notare, il confronto 

dei dati con le curve con β  costante non sono soddisfacenti. Questo giustifica l’adozione di una 

funzione deviatorica modificata attraverso l’equazione (6). La figura 4 mostra invece il 

confronto tra dati sperimentali e la funzione (8) nel piano triassiale. Anche in questo caso si può 

osservare un ottimo accordo tra i dati sperimentali e la funzione proposta. L’ultimo confronto 

riguarda due serie di dati sperimentali determinati da prove biassiali su calcestruzzi aventi 

diverse resistenze a compressione monoassiale (Lee et al., 2004). La differenza di forma che si 

ottiene utilizzando una funzione deviatorica con rapporto di forma variabile emerge chiaramente 

nel piano biassiale. Come si può osservare, le curve con β  costante non riescono ad interpretare 

adeguatamente i dati a rottura per alcuni stress-path, mentre le curve ottenute con un rapporto di 

forma variabile interpretano bene i dati per qualsiasi stress-path. 

 

Figura 3. Confronto tra la funzione proposta e i dati sperimentali nel piano deviatorico. (a) Dati da Mogi (1971); (b) 

Dati da Lade (2002). 
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Figura 4. Confronto tra la funzione proposta e i dati sperimentali nel piano triassiale. (a) Dati da Nguyen (1972, 

vedere Aubertin e Li, 2004); (b) Dati da Lagioia e Nova (1995); (c) Dati da Islam et al. (2004). 
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Figura 5. Confronto tra la funzione proposta e i dati sperimentali nel piano biassiale. Dati da Lee et al. (2004). 

Conclusioni 

La nota ha descritto la formulazione di una nuova funzione utile per la modellazione del 

comportamento dei terreni. La funzione è stata ottenuta dall’accoppiamento di una funzione 

deviatorica e di una funzione meridiana. La determinazione dei parametri è semplice e si basa su 

criteri geometrici. Il confronto con i dati sperimentali derivati da prove su argille, sabbie, rocce 

e calcestruzzi ha evidenziato una grande flessibilità della funzione proposta. 
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