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Sommario

La tesi tratta i campi di moto di un fluido ideale (inviscido e incompressibile). In particolare si
concentra sullo sviluppo di un codice Matlab che, ricevendo come input I’intensita e la
posizione di un qualunque numero di campi semplici, visualizza il campo di moto risultante
ottenuto sfruttando il principio della sovrapposizione dei campi elementari quali corrente

uniforme, sorgente, doppietta e vortice irrotazionale.

Nella prima parte si accenna ai concetti di: linee di corrente, traiettorie, funzioni di corrente y
e potenziale ¢. Successivamente viene descritto singolarmente ogni campo elementare

presente nel codice.

Nella seconda parte si descrive il codice Matlab, ovvero le caratteristiche principali dello
script e che cosa viene visualizzato in output. Infine si mostrano alcune applicazioni del
codice, come la visualizzazione del campo di moto attorno ad un cilindro con circuitazione
diversa da zero e attorno a due cilindri rotanti. In questi casi particolari ¢ stato necessario
apportare alcune modifiche al codice di base per rendere piu evidenti alcuni aspetti

fondamentali del caso in esame, quali ad esempio la visualizzazione del cerchio che

rappresenta la sezione del cilindro.

In appendice B si riporta per intero il codice Matlab per la visualizzazione di un generico

campo di moto.



1 Introduzione

1.1 Fluido ideale

Un fluido ¢ detto ideale quando ¢ inviscido e incompressibile. Un fluido pud considerarsi
inviscido quando gli sforzi viscosi, che esprimono la resistenza del fluido allo scorrimento,
sono trascurabili rispetto alle altre forze agenti sul fluido, come le forze di inerzia, le forze di
pressione e di gravita. Si possono ritenere trascurabili gli effetti legati alla viscosita per alti
numeri di Reynolds. Il numero di Reynolds € un parametro che esprime il rapporto tra le forze
di inerzia e le forze viscose ed ¢ cosi definito Re = pVL/u dove p ¢ la densita del fluido, V' ¢
la velocita, L ¢ la lunghezza caratteristica del corpo investito dalla corrente e u € la viscosita
dinamica. Un fluido puo essere considerato incompressibile quando le variazioni di densita
Ap/p sono trascurabili. Per i gas questa condizione ¢ soddisfatta per numeri di Mach molto
inferiori all’unita dove il numero di Mach ¢ definito come il rapporto tra la velocita del fluido

e la velocita del suono M =V /c.

1.2 Linee di corrente e traiettorie

Il campo di moto di un fluido puod essere rappresentato mediante alcune famiglie di curve
come le traiettorie e le linee di corrente. La traiettoria ¢ la curva che un elemento fluido
descrive durante il suo moto, essa ¢ definita specificando le posizioni che I’elemento fluido
occupa nel tempo. La linea di corrente ¢ una curva che in ogni istante di tempo ¢ tangente in
ogni punto al vettore velocita in quel punto e in quell’istante. Le linee di corrente sono
dunque una rappresentazione istantanea del campo vettoriale delle velocita. Si prenda ora una
linea di corrente che ad un certo istante ¢ passa per il punto P, la cui posizione ¢ definita dal

vettore 7(¢), I’elemento infinitesimo ds, che rappresenta la direzione della linea nel punto P, &

per definizione di linea di corrente, parallelo al vettore velocita I7(F,t). La linea di corrente ¢

dunque definita dalla seguente relazione differenziale:

d3(7,t) x V(# 1) =0 (1.1)
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Figura 1.1 Definizione linea di corrente.

Passando in coordinate cartesiane d§ = dx T+ dyj+dzke V =ul+v]+wk dove 7,] e

k sono i versori della terna di assi cartesiani x, y e z, mentre u, v € w sono le componenti lungo
gli assi cartesiani del vettore velocita, la (1.1) equivale ad un sistema di tre relazioni
scalari:

wdy—vdz=0

udz—wdx =0 (1.2)
vdx —udy

Il
o

il quale riscritto in forma simmetrica

dx dy dz

u v w

Per 1 campi non stazionari le linee di corrente variano da istante a istante, se invece si
considera un campo di moto stazionario, in cui il vettore velocita non varia nel tempo, allora

le linee di corrente e le traiettorie coincidono.

1.3 Funzione di corrente

Per determinare la forma della linea di corrente in un certo istante di tempo ¢, bisogna
integrare 1’equazione (1.1). Nonostante la velocita dipenda sia dal tempo che dallo spazio
avendo fissato la variabile temporale, ’integrazione coinvolge solo le variabili spaziali.
Dunque il sistema (1.2), che definisce la linea di corrente in coordinate cartesiane, viene
scritto, evidenziando la dipendenza dalle variabili spaziali delle componenti della velocita, nel

seguente modo



w(x,y,z)dy —v(x,y,z)dz=0
u(x,y,z)dz —w(x,y,z)dx =0
v(x,y,z)dx —u(x,y,z)dy =0

il quale ¢ equivalente ad un sistema di due equazioni indipendenti
a,(x,y,z)dx + by(x,y,z)dy + c;(x,y,z)dz =0
a,(x,y,z)dx + by(x,y,z)dy + c,(x,y,z)dz = 0

Per ciascuna delle quali la soluzione ¢ del tipo f(x,y,z) = costante. In conclusione la
soluzione dell’equazione differenziale per una linea di corrente (1.1) ¢ rappresentata dal

sistema di due funzioni indipendenti
{l/)l(X,y, Z) =0
l/)Z(xﬂin) =0C
con ¢; e c, costanti. Essendo Y, e Y, due superfici, la loro intersezione individua una linea,

ovvero la linea di corrente che si voleva determinare. Il vettore di velocita V ¢ ortogonale ai

gradienti delle due superfici Vy; e Vi,, risulta quindi parallelo al vettore Vip; X Vi),

U@V = Vip; X Vi, (1.3)

dove u(7) € una funzione scalare che, nel caso di flussi stazionari e a densita costante (fluido
incomprimibile), vale () = 1. Le due funzioni ¥, e ¥, sono dette funzioni di corrente, e nel

caso la funzione p(7) sia nota, si puo sostituire il campo vettoriale con i due campi scalari.

Si considerino il fluido ideale (inviscido e incomprimibile) e un flusso stazionario e
bidimensionale. Per la condizione di incompressibilita wu(x,y) =1, mentre per la
bidimensionalita della corrente si ha che la componente della velocita w e le variazioni delle

variabili lungo la terza dimensione (z) sono nulle. Il vettore velocita in due dimensioni diventa

V= u(x,y) T+ v(x,y) J e dal sistema (1.2) riscritto in forma simmetrica si ottiene

dx dy dz

u@y) vy 0

da cui si ricava dz = 0 e quindi z = costante. In questo caso le linee di corrente sono curve

planari e le due funzioni di corrente Y, e ¥, diventano



ll)l = IP(X’Y)
Y, =2

ovvero si riducono alla sola funzione di corrente .

Dalla (1.3), ponendo u(x,y) = 1, si ricava la relazione tra il campo vettoriale V e la funzione

di corrente

l i k
g |22 0¥,
ax dy dy  0x
0 0 1
e in conclusione
d F]
uzﬁ, vz—% (1.4)

Si nota come la funzione di corrente cosi definita soddisfa la condizione di incomprimibilita

V-V=0L
In coordinate cilindriche (7,9, z), essendo V = u, &, + ugeg ¢ Y = P(r,9), si ha

_ 19y __% (1.5)

Ur =759 W0 =75

Si considerino due punti Q e P del piano xy, uniti da una linea. Lungo il tratto di lunghezza
infinitesima ds di tale linea, si prendono il versore tangente £ di componenti (dx,dy), e il

versore normale 7 di componenti (dy, —dx), come in figura 1.2. Essendo il differenziale di v

d —alpd +alpd— dx+ud
tp—axx ayy—vx udy

Integrando lungo la linea si ottiene

P

ll)(P)—lp(Q)=J:d¢=j:—vdx+udy=j:17-ﬁds=£Vnds

ovvero la variazione della funzione di corrente y ¢ uguale alla portata in volume attraverso la

superficie di profondita unitaria, definita dalla linea OP.

W.V=0e I’equazione della continuita per un fluido inviscido e incomprimibile (A.4)



L= R

=7

Figura 1.2 Funzione di corrente

La funzione di corrente ¢ definita a meno di una costante, dunque, ponendo ¥(Q) = 0, si puod

scrivere
Y(P) = [ (V- #)ds

Da quest’ultima relazione si nota la dipendenza della funzione y dalla posizione del punto P e
dalla linea di integrazione. Si considerano due linee differenti, [; e ,, che congiungono i1 due
punti P e Q. Chiamando ¢ la porzione di spazio racchiusa dal circuito costituito dalle due
linee, si puo dimostrare che, nel caso di un fluido incomprimibile e in assenza di sorgenti di
massa nel dominio ¢ (ovvero V- V=0 in ogni punto di o), la funzione di corrente y ¢
indipendente dal percorso di integrazione e viene detta a valore singolo, mentre sara a valore
multiplo lungo circuiti che racchiudono sorgenti. Presi due punti R € P su una linea a y

costante, come in figura 1.3, si ha
R o P
Y(P) = fQ V-ids+ [, V-ids=1(R)

Essendo il primo integrale uguale a Y (R) il secondo integrale deve essere nullo, dunque

V=0 lungo il tratto RP, questo dimostra che il vettore velocita ¢ tangente in ogni punto
alla linea a y costante, ovvero che le linee a y costante sono linee di corrente. Se il campo ¢

irrotazionale (vorticitd @ nulla in ogni punto) la funzione di corrente y ¢ una funzione



armonica soluzione dell’equazione di Laplace VZ = 0. Infatti, per la condizione di

irrotazionalita’ e per le (1.4), si ottiene

ou dv 0% 0% .
©=% ax oy oz " V70

W= costante

Figura 1.3 Linea di corrente.

1.4 Funzione potenziale

Si consideri una corrente irrotazionale, per cui la vorticita ® ¢ nulla in ogni suo punto. Inoltre,
essendo la vorticita uguale al doppio della velocita angolare di rotazione dell’elemento fluido,
dal punto di vista cinematico in una corrente irrotazionale ciascuna particella fluida ¢ dotata di

moto puramente traslatorio senza rotazione. Partendo dalla condizione di irrotazionalita
w=VxV=0

poiche V x V(.) = 0, si definisce una funzione scalare ¢, detta potenziale delle velocita, tale

che
V=Vg¢ (1.6)
che per una corrente bidimensionale in componenti cartesiane si scrive

_0 ,_099
U=, v=75 (1.7)

mentre in coordinate cilindriche

gl
I
<
X
<!
I
o



a¢ 19¢
Up ==, Uy == (1.8)

Dalla condizione di incompressibilita V - V=0 (A.4),siha
V-Vo=V2¢p=0 (1.9)
si osserva che la funzione potenziale ¢ soddisfa 1I’equazione di Laplace.

I potenziale ¢ puo essere a valore singolo o a valori multipli in funzione del tipo di dominio
considerato: sara a valore singolo se il dominio ¢ semplicemente connesso, sara detta a valori

multipli nel caso di un dominio doppiamente connesso.

Un dominio semplicemente connesso (figura 1.4) ¢ una regione di spazio in cui tutte le
traiettorie che collegano due punti della regione sono riconducibili, ovvero le si puo far
coincidere tramite una loro variazione continua senza uscire dal dominio. Inoltre ogni
circuito, ovvero una traiettoria chiusa, puo essere contratto in un punto senza mai uscire dal

dominio, € detto cioé riducibile.

Figura 1.4 Definizione dominio semplicemente connesso in cui le traiettorie (/; e I,) sono riconducibili ad un’unica

traiettoria (in rosso) mediante variazione continua senza mai uscire dal dominio.

Si consideri I' la circuitazione attorno a un circuito /, il quale delimita una superficie o.

Ricordando la definizione di vorticita o,

B=VxV



per il teorema di Stokes® si ha
F=ﬁ Vds=fa w-ndo =0

essendo @ = 0 in ogni punto del dominio. Da quest’ultima relazione si osserva che la
circuitazione, per una corrente irrotazionale in un dominio semplicemente connesso, risulta
sempre nulla. Si considerino ora due punti Q e P uniti da due traiettorie differenti /; e /; come

in figura 1.4. Chiamando I la circuitazione attorno al circuito formato da /; e [,

P = P =

r= fQ,llV-ds—fQ’le-ds =0

ed essendo V - ds = Vo -ds =do

P P

Jou, 4 = Jo,, 49 =0
[¢(P) — & (@];, = [¢(P) — $(Q)],,

in conclusione, per ¢(Q);, = $(Q),, si ha

¢(P)i, = ¢(P)y,

Da questa relazione si osserva che, in un dominio semplicemente connesso, la funzione

N . ,: P . . :
potenziale € a valore singolo e ’integrale [ 0 Vds ¢ indipendente dal percorso di integrazione.

Un dominio doppiamente connesso € una regione di spazio in cui due traiettorie, che
collegano due punti qualsiasi del dominio, non sono riconducibili mediante una variazione
continua senza uscire dal dominio e un circuito ¢ irriducibile (figura 1.5). La regione di spazio
attorno ad un cilindro di estensione infinita e di superficie esterna ¢ € un esempio di dominio

doppiamente connesso.

3 . I . o T7 . . \
Il teorema di Stokes afferma che la ciruitazione del vettore velocita V lungo una linea chiusa / & uguale al
flusso attraverso una qualunque superficie o, delimitata dalla linea /, del rotore del campo vettoriale V

J(Vxﬁ)-ﬁda:jﬁ Vds
l

g



Figura 1.5 Dominio doppiamente connesso: ¢ & la porzione di piano non appartenente al dominio, c & un circuito

irriducibile, I; e I, sono due traiettorie non riconducibili.

Non essendo possibile applicare il teorema di Stokes per un circuito irriducibile, il valore
della circuitazione attorno a tale circuito risulta essere indeterminato. Nonostante cio,

considerando due circuiti irriducibili ¢; e ¢, € possibile dimostrare il seguente risultato
Iy, = 45C1 Vds = gﬁcz Vds =1,

la circuitazione attorno a circuiti irriducibili ha lo stesso valore. Si prendano ora due punti del
dominio doppiamente connesso, R € P, connessi da due traiettorie non riducibili /; € /; come in

figura 1.5, si ha che la circuitazione I attorno al circuito formato da /; e /5, sara
P P
r= fQ,lz d¢ - fQ,l1 d¢ = [d)(P) - ¢(Q)]lz - [d)(P) - (p(Q)]ll

P(P), = d(P)y, + T+ [(Q)1, — p(Q)y,]-
Ponendo ¢(Q) = 0 per entrambe le traiettorie, si ottiene
¢P), = ¢(P), +T

La funzione potenziale ¢ in un dominio doppiamente connesso assume diversi valori tutti
multipli di I' (valore della circuitazione attorno ad un circuito irriducibile), ovvero la funzione
potenziale ¢ a valori multipli. Si puod passare da un dominio doppiamente connesso ad uno

semplicemente connesso introducendo una barriera (figura 1.6). in questo caso, si ha

r=¢ dp=limp_, [ *dp =limp_,[¢(P) — $(P)]

attraverso la barriera si ha un salto di potenziale pari al valore della circuitazione I'.



Figura 1.6 Dominio doppiamente connesso con barriera.

Dal confronto tra la definizione di funzione potenziale (1.7) con le relazioni (1.4) della
funzione di corrente, si ha

96 _% 99 _

ax 98y’ a9y  ox (1.10)
Le relazioni (1.10) sono dette condizioni di Cauchy-Riemann, le quali dal punto di vista
geometrico implicano che le linee a Y costante e a ¢ costante sono due famiglie di linee

mutualmente ortogonali.

Il calcolo di una corrente di un fluido ideale, determinato da due variabili, la pressione e il
vettore velocita, che richiederebbe la risoluzione delle equazioni di Eulero (si veda appendice
A) si semplifica nel caso di una corrente irrotazionale, riducendosi alla determinazione di due
variabili scalari: la pressione, determinata mediante 1’equazione di Bernoulli (A.7), e la
funzione potenziale ¢ ottenuta dalla soluzione dell’equazione di Laplace (1.9). Il campo di
velocita V 1o si determina mediante la relazione (1.6). Essendo I’equazione di Laplace lineare
¢ possibile sfruttare il principio di sovrapposizione degli effetti. Un metodo di soluzione
dell’equazione di Laplace ¢ il metodo delle singolarita secondo il quale soluzioni complesse

possono essere ottenute come sovrapposizione di soluzioni semplici.

1.5 Campi elementari

Mediante la combinazione di campi semplici ¢ possibile determinare la distribuzione della
velocita e le funzioni di corrente y e potenziale ¢ di campi complessi, applicando il principio
di sovrapposizione degli effetti. Di seguito vengono descritti alcuni campi elementari:

corrente uniforme, sorgente/pozzo, doppietta e vortice irrotazionale.

10



1.5.1 Corrente uniforme

Per una corrente uniforme di velocitda V,, = ul + vj, dalle relazioni (1.7), si ottiene la
funzione potenziale ¢

—9, .9, _
¢—axx+ayy—ux+vy (1.11)
con ¢(0,0) = 0. In modo analogo dalle relazioni (1.4) si definisce la funzione di corrente y
_ L,
Y= axx+ayy— vx + uy

(1.12)

con 1(0,0) = 0. Le linee a y costante sono rette parallele al vettore V.., mentre le linee
equipotenziali sono perpendicolari ad esso come rappresentato in figura 1.7

Voo

¢ = costante .
\ \ | | Ill I|
\ | | | oo nte
I| I| II[ |||- Ii r| ) LP = COSta
Bl 1 i | | |
|II |Il - III |lI o 'll 1|
i | |

|| II I| 7 II II ) II

Figura 1.7 Linee a Y costante (blu) e linee a ¢ costante (rosso) di una corrente uniforme.

1.5.2 Sorgente/pozzo puntiforme

Per definizione il campo di una sorgente puntiforme bidimensionale ¢ costituito da linee di

. . . . 4 —_—
corrente radiali uscenti dalla sorgente stessa e caratterizzato dal vettore velocita V = v,.(r)e,
dove e, ¢ il versore che indica la direzione radiale uscente dalla sorgente e r rappresenta la

distanza di un generico punto dalla sorgente stessa. Dalla condizione di incompressibilita in
. J . 4 .
coordinate cilindriche”, si ha

e ELIG)

19(vy) _
r or -

r 09 0

. . , .. k \ .
da questa relazione, poiché vy = 0, si ricava v, = = dove k ¢ una costante. Considerando un

=

4.7 = 19(rvy) | 19(vy)

r or r 09
coordinate cilindriche.

generico circuito che racchiude la sorgente, esso sara attraversato da una portata in volume

= 0 rappresenta la condizione di incompressibilita nel caso bidimensionale in

11



per unita di profondita, O, ovvero la portata emessa dalla sorgente. Si prenda una

circonferenza C, di raggio » centrata sulla sorgente e integrando si ottiene
Q= 9SCTV-er ds = Sﬁcr v dY = kgﬁcr d9 = 2k
Da cui si ricava k = %, cosi € possibile riscrivere il vettore velocita

—_ Q
V=—r¢
2nr

Dalle relazioni (1.5)

LW o, 1% _ 0

or ! T r99  2mr

Vg =

si ottiene la funzione di corrente, ponendo ¥(r,0) = 0
Y =50

con 0 <Y < 2m. Allo stesso modo dalle relazioni (1.8)

_10¢ ¢ Q

T T T or T 2

assumendo ¢ (ry,9) = 0, si ottiene la funzione potenziale

— Q250"
¢ - anogro

(1.13)

(1.14)

Considerando la sorgente posizionata nell’origine degli assi, le relazioni (1.13) e (1.14)

possono essere riscritte in coordinate cartesiane

Le linee a y costante sono delle semirette con origine nella sorgente, mentre le linee a ¢

costante sono delle circonferenze concentriche centrate sulla sorgente, come rappresentato in

figura 1.8. Se la portata Q fosse negativa allora si ha un pozzo.

12
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Figura 1.8 Rappresentazione delle linee a  costante (semirette radiali uscenti dall’origine degli assi) e delle linee a ¢

costante (circonferenze concentriche centrate nell’origine) di una sorgente puntiforme posta nell’origine (0,0).

1.5.3 Doppietta

Si considerino una sorgente e un pozzo di pari intensita Q distanti / I’uno dall’altro. Facendo
tendere la distanza / a zero e ponendo che Q— oo, in modo tale che il loro prodotto u = Q - 1
rimanga finito, si ottiene il campo di una doppietta. Se si allinea la congiungente pozzo-

sorgente con 1’asse x e si posiziona il pozzo nell’origine degli assi, si puo dimostrare
=M
Y(r,9) = s—sind (1.15)

che esprime la funzione di corrente di una doppietta in coordinate polari. Passando in

coordinate cartesiane, si ha

H Y

ll’(xJ’):%'m

Da quest’ultima relazione ¢ possibile ricavare la forma di una generica linea di corrente.
Infatti, essendo una linea a Y costante una linea di corrente, si puo determinare 1’espressione
di una linea di corrente ponendo Y = C, dove C ¢ una costante arbitraria, nella precedente

relazione, e ottenendo

M
x2+y2_%}’=0,

che rappresenta I’equazione di una circonferenza tangente nell’origine con centro nel punto di

coordinate (O,ﬁ). Per C = 0 la circonferenza degenera in una retta coincidente con 1’asse X,
T

la quale rappresenta la linea Y = 0 (figura 1.9). Nota la funzione di corrente 1, utilizzando le

13



relazioni di Cauchy-Riemann (1.10), si puo ricavare il potenziale della doppietta ¢, che in

coordinate polari risulta essere

d(r,9) =—%cosﬁ (1.16)
passando coordinate cartesiane
M
¢ y) = 2w x2 + y2

Si nota che le linee equipotenziali sono delle cirocnferenze tangenti all’origine, centrate nei

punti di coordinate (ﬁ, 0). Per C = 0 la circonferenza degenera in una retta coincidente con

I’asse y che rappresenta la linea a ¢ = 0. Il campo di una doppietta presenta una singolarita
nel punto in cui viene applicata. Una doppietta ¢ definita completamente dal vettore i,
chiamato momento della doppietta. Tale vettore ¢ centrato nel punto in cui si trova la
singolarita, ha la direzione della linea congiungente il pozzo con la sorgente con verso dal
pozzo alla sorgente. Nel caso piu generale in cui [ non sia allineato con I’asse x, ma formi un

angolo a con il semiasse positivo delle ascisse, le relazioni (1.15) e (1.16) diventano
Y(r,9) = %sin(ﬁ —a)

o(r,9) = —%cos(ﬁ —-a)

Figura 1.9 Rappresentazione delle linee a Y costante (blu) e delle linee a ¢ costante (rosso) per una doppietta posta

nell’origine degli assi di intensita p.
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1.5.4 Vortice irrotazionale

Un vortice irrotazionale ¢ definito come un caso limite del vortice di Rankine. Si definisce
vortice di Rankine una regione circolare di raggio a all’interno della quale si ha vorticita @
costante e diversa da zero, mentre all’esterno ¢ circondata da un fluido irrotazionale. La
regione interna ¢ caratterizzata da una velocita che, in ogni punto lungo una circonferenza di
raggio r' < a, & costante e tangente alla circonferenza stessa. La circuitazione lungo la
circonferenza di raggio 1’ vale I' = wnr'?, mentre la velocitd, costituita dalla sola

componente tangenziale vy', vale

All’esterno la velocita ¢ sempre costante e tangente lungo una circonferenza di raggior > a e

vale
w
Vy = P (1.17)

Mentre la circuitazione vale I’ = wma?. Con a — 0, tenendo costante il valore della

circuitazione I', si ottiene un vortice puntiforme, ovvero la regione in cui la vorticitad @ non &

nulla si riduce ad un punto. Sostituendo g = wa? nella (1.17) si ha

- r

=—eq
27mr 9

la quale rappresenta il campo di moto detto vortice irrotazionale, che presenta vorticita nulla
in ogni punto tranne che nel punto r = 0 (il centro del vortice) in cui essa ¢ infinita. Si
dimostra che in ogni punto ¢ soddisfatta la condizione di irrotazionalita, dunque la
circuitazione lungo un qualunque circuito che non racchiuda il centro del vortice, ¢ nulla. Se
invece si valuta la circuitazione attorno a un circuito che concatena il centro del vortice essa
vale I' e rappresenta I’intensita del vortice. Per un vortice irrotazionale le linee di corrente
(che nel caso di campi stazionari coincidono con le traiettorie) sono delle circonferenze
concentriche centrate nella singolarita (il centro del vortice). Il vortice ha un’intensita I"
positiva, quando le particelle fluide traslano lungo tali traiettorie in senso antiorario. Dalle

relazioni (1.8)

_a¢_ _16¢_ r
vr=5,=0 vs=oo0=0m
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ponendo ¢ (7, 0) = 0, si ottiene la funzione potenziale del vortice irrotazionale
r
¢ = 519 (1.18)
con 0 <Y < 2m. Si osserva che la funzione potenziale ¢ a valori multipli e si ha

¢(2m) —p(0) =T

Infatti il centro del vortice rappresenta un punto singolare (per r = 0 la velocita ¢ infinita) il
quale va escluso dal campo di moto tramite I’introduzione di una regione piccola a piacere
che contenga il centro del vortice. Di conseguenza il dominio all’esterno di tale regione risulta
essere doppiamente connesso, e per quanto detto nella sezione (1.4) la funzione potenziale, in
regioni a connessione doppia, ¢ a valori multipli. Per tutti i circuiti che concatenano la
singolarita, essendo tutti riconducibili ad un circuito irriducibile, la circuitazione ha lo stesso
valore I'. Dalle relazioni (1.5) si ha
1oy oy T

e T T or T 2w

assumendo Y (ry,9) = 0, si ottiene la funzione di corrente
r T
l[}——%log(g) (1.19)

Riscrivendo le relazioni (1.18) e (1.19) in coordinate cartesiane

¢ = %tan‘1 (X)

B Fl x% +y?
lp B a1 8 XOZ +y02

Le linee a ¢ costante sono delle semirette con origine nel vortice, mentre le linee a Y costante

sono delle circonferenze concentriche centrate nel vortice (si veda figura 1.10).
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Figura 1.10 Rappresentazione delle linee a Y costante (circonferenze concentriche) e delle linee equipotenziali (semirette

radiali) di un vortice irrotazionale con singolarita nell’origine degli assi.

2 Codice

La tesi si propone come scopo lo sviluppo di un codice Matlab che permetta di risolvere
campi di moto complessi mediante la composizione di campi elementari, descritti nel
paragrafo 1.5, per una corrente bidimensionale, stazionaria e irrotazionale di un fluido ideale.
Il programma visualizza il campo vettoriale delle velocita, le linee equipotenziali, le linee di
corrente (ovvero le linee a y costante) e le isolinee del coefficiente di pressione. In appendice

B si riporta lo script completo del codice.

2.1 Descrizione dell’algoritmo
Il programma puo essere suddiviso in tre sezioni principali: definizione dei campi elementari,

algoritmo di calcolo e visualizzazione del campo complesso.

2.1.1 Definizione dei campi elementari
Questa sezione ¢ costituita da due parti. La prima riguarda la definizione del dominio

bidimensionale. Esso viene generato a partire da due vettori, x e y, definiti all’inizio del
codice, tramite il comando meshgrid, il quale genera una griglia di coordinate, il cui numero
di righe ¢ pari al numero di elementi di y, mentre il numero di colonne ¢ uguale al numero di
elementi di x. La seconda parte ¢ invece relativa all’inserimento, come input da tastiera, dei
dati necessari per una completa definizione dei quattro campi elementari: corrente uniforme,
sorgente/pozzo, doppietta e vortice irrotazionale. Il codice permette all’utente di poter inserire
un numero a piacere di singolarita, assegnargli un qualsiasi valore di intensita e posizionarle
ovunque nel dominio definito in precedenza. In particolare nella definizione della corrente

uniforme, all’utente si richiede di inserire 1’intensita del vettore velocita W, e la sua
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inclinazione in gradi rispetto al semiasse positivo delle ascisse. L’angolo di inclinazione puo
variare tra 0 (incluso) e /80(escluso) perche I’intensita della velocita pud essere sia positiva
che negativa, in tal modo ¢ possibile ottenere un campo uniforme di qualsiasi intensita e
direzione. Introducendo un valore di intensita W positivo e un’inclinazione pari a zero, il
campo risultante ¢ parallelo e concorde con I’asse delle ascisse. Per quanto riguarda le
singolarita 1’algoritmo utilizzato ¢ identico sia per la definizione di sorgenti/pozzi, che per la
definizione di doppiette e vortici, e risulta leggermente pit complesso rispetto a quello per la
corrente uniforme, in quanto il numero di singolarita, di ciascun tipo, non ¢ noto ma deve
essere inserito da tastiera. Per semplicita viene descritto 1’algoritmo base per la definizione
delle sorgenti/pozzi (sapendo che questo vale anche per le doppiette e per i1 vortici). Si salva
nella variabile m il numero delle sorgenti che si vuole inserire, introdotto come input da
tastiera. Si inizializzano a zero tre vettori di m elementi, O, x; e y; 1 quali rappresentano
rispettivamente il vettore delle intensita, delle coordinate verticali e delle coordinate
orizzontali® della singolarita. Per assegnare a ciascun elemento di ogni vettore il suo valore si
utilizza un processo iterativo di m cicli (in Matlab I’iterazione ¢ ottenuta mediante il for). In
un ciclo vengono introdotti da tastiera il valore dell’intensita, la coordinata orizzontale e

verticale di una sorgente. Ad esempio la prima sorgente inserita ha un’intensita pari a Q(1),

posizionata in un punto del dominio di coordinate (ys(1), xs(1)).

2.1.2 Algoritmo di calcolo
La seconda sezione ¢ la parte principale del codice, in cui si calcolano il campo vettoriale

delle velocita, il coefficiente di pressione e le funzioni di corrente e potenziali di un generico
campo complesso caratterizzato dalla combinazione dei campi elementari definiti nella prima
sezione del codice. Essendo il campo di moto irrotazionale e stazionario di un fluido ideale, la
soluzione del campo complesso la si pud determinare applicando il principio di
sovrapposizione degli effetti, questo vuol dire che, ad esempio, in un generico punto del
dominio il vettore velocita risultante ¢ dato dalla somma dei vettori velocita indotti da ciascun
campo elementare in quel punto; lo stesso discorso vale per le funzioni di corrente e
potenziale. Tornando al codice, la seconda sezione ¢ costituita da una prima parte, in cui
vengono inizializzate come vettori o matrici di zeri tutte quelle variabili utilizzate nei
successivi calcoli (in particolare, le componenti orizzontali e verticali della velocita, le
funzioni y e ¢ sono inizializzate come matrici di zeri le cui dimensioni sono definite dalla

lunghezza dei vettori x e y del dominio) e da una seconda parte riguardante il calcolo del

5 P . . . . . . . N
Per motivi pratici x; rappresenta la coordinata verticale, mentre y, la coordinata orizzontale della singolarita
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campo di moto. Quest’ultima ¢ caratterizzata da due cicli for, uno esterno, che compie un
numero di iterazioni pari alla dimensione del vettore x e uno piu interno, che compie un
numero di iterazioni pari alla dimensione del vettore y. Questa soluzione permette di
assegnare ad ogni punto del dominio, di coordinate (x(i),y(j)), i valori della velocita e delle
funzioni di corrente e potenziale risultanti, ottenuti utilizzando le equazioni che definiscono i
campi elementari descritte nel paragrafo 1.5. All’interno dei due cicli for sono presenti altri
tre cicli indipendenti. Il primo, che compie un numero di iterazioni pari al numero di
sorgenti/pozzi inseriti, permette di sommare i valori delle velocita e delle funzioni v e ¢ di
ciascuna sorgente/pozzo nel punto di coordinate (x(),¥(j)). Lo stesso discorso vale per il
secondo ciclo for, riguardante perd le doppiette, e per il terzo, riguardante i vortici
irrotazionali. Sommando i valori risultanti da ciascun ciclo con i valori relativi alla corrente
uniforme si ottengono i valori delle componenti orizzontali e verticali della velocita e i valori
di v e ¢, del campo complesso nel punto (x(),¥(j)); questi valori vengono salvati nella
posizione (i,j) delle corrispondenti variabili totali, U, V, PSI e PHI, le quali erano state
inizializzate come matrici di zeri. Nota la velocita risultante in un generico punto dello spazio,
sempre nel ciclo for piu interno, € possibile determinare il valore del coefficiente di pressione
¢p sapendo che
V2
cp=1- Eé
dove V ¢ il modulo del vettore velocita risultante e V, € la velocita della corrente indisturbata

(la corrente uniforme).

2.1.3 Visualizzazione
La terza e ultima sezione del codice riguarda la visualizzazione del campo di moto risultante.

Il campo vettoriale delle velocita viene rappresentato mediante delle linee curve tangenti in
ogni punto del dominio al vettore velocita in quel punto e orientate concordemente ad esso,
utilizzando la funzione streamslice. Per visualizzare le funzioni di corrente e potenziale si
utilizza la funzione contour, la quale rappresenta le isolinee, ovvero le linee a 1 costante e le
linee equipotenziali. E interessante notare la coincidenza delle isolinee della funzione di

corrente con le linee di campo. Infatti, nel paragrafo 1.3 si ¢ visto che le linee a Y costante

- . . R - , . . . . 1 1
® Il coefficiente di pressione & ¢, = f ‘:)“; dall’equazione di Bernoulli (A.7) si ha pg +Epr2 =p +Epv2
5PV
& ’
sostituendo si ottiene ¢, = 1 ——
Voo
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sono linee di corrente, che per definizione sono tangenti in ogni punto al vettore velocita e
dunque coincidono proprio con le linee di campo visualizzate mediante streamslice. Inoltre
nel caso preso in esame la corrente risulta essere anche stazionaria, quindi le linee di corrente
rappresentano esattamente le traiettorie percorse dalle particelle fluide. Anche il coefficiente
di pressione viene visualizzato mediante la funzione contour, sono dunque rappresentate le

isolinee del Cp-

2.2 Applicazione del codice

L’utilita di questo codice risiede nel fatto che esso puod rappresentare 1’andamento della
corrente irrotazionale e stazionaria di un fluido ideale per un qualsiasi campo complesso.
Un’applicazione particolare del programma ¢ rappresentata dalla visualizzazione del flusso di

corrente attorno ad un cilindro con e senza circuitazione.

2.2.1 Cilindro

Si considera la sovrapposizione di una corrente uniforme Voo = —VioI (con T versore parallelo
e concorde con I’asse x) e di una doppietta [l = pt (si noti che il momento della doppietta deve
essere parallelo e discorde al vettore velocita della corrente uniforme). Sfruttando il principio
di sovrapposizione degli effetti e le relazioni (1.11), riscritta in coordinate polari, e (1.15) si
determina la funzione potenziale di questo campo composto

— ] —u —
Y(r,9) = Versind <2nVoor2 1)

La linea di corrente a ¥ = 0 ¢ costituita da tutti 1 punti che soddisfano o la condizione

sind = 0, per ogni r, ovvero per ¥ = 0 e 9 = m, oppure la seguente condizione

H =
2V,

r = a

per ogni valore di 9. La linea di corrente a Y = 0 ¢ dunque costituita da due rami: 1’asse x
(punti che soddisfano la prima condizione) e una circonferenza di raggio a (punti che
soddisfano la seconda condizione). Tale circonferenza di raggio a puo essere considerata
come la sezione di un cilindro circolare, per cui il campo di moto risultante dalla
composizione di una doppietta e una corrente uniforme rappresenta la corrente bidimensionale

attorno ad un cilindro circolare di raggio a. In figura 2.1 si osserva la rappresentazione delle
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linee di corrente per un campo composto da una doppietta e una corrente uniforme, ottenuta

utilizzando il codice Matlab, descritto al paragrafo 2.1.

Linee di corrente

Figura 2.1 Linee di corrente che rappresentano il comportamento del fluido attorno a un cilindro investito da una

corrente uniforme.

I punti di arresto della corrente sono i punti di intersezione dei due rami che rappresentano la
linea a ¥ = 0, ovvero 1 due punti di intersezione dell’asse x con la circonferenza di raggio a.
Si nota inoltre la perfetta simmetria della linee di corrente, rispetto alla direzione
longitudinale del cilindro. La figura 2.2 mostra la simmetria del coefficiente di pressione
rispetto alla direzione longitudinale e trasversale del cilindro. A causa di questa simmetria la
risultante delle forze agenti sul cilindro ¢ nulla, in particolare ¢ nulla sia la componente di
forza lungo la direzione della corrente indisturbata, ovvero la resistenza (fenomeno
conosciuto come paradosso di d’Alembert’) e sia la componente di forza perpendicolare alla
direzione della corrente indisturbata, ovvero la portanza. Il fatto che la portanza sia nulla ¢
dovuto all’assunzione di circuitazione nulla, ovvero al considerare il dominio semplicemente

connesso ¢ la funzione potenziale a valore singolo (paragrafo 1.4).

7|l paradosso di d’Alembert, & una conseguenza dell’ipotesi di fluido ideale, in particolare tale fenomeno &
legato all’aver trascurato gli effetti della viscosita.
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Isolinee Cp
TN

f _._...--'_ 5 ‘, ‘-.-: \E

Figura 2.2 Rappresentazione delle isolinee del coefficiente di pressione

2.2.2 Cilindro con circuitazione

Al campo composto descritto nel paragrafo precedente si sovrappone un vortice irrotazionale
di intensita ' positiva, posizionato nello stesso punto in cui si trova la doppietta.
L’introduzione di un vortice irrotazionale genera un’asimmetria delle linee di corrente e delle
isolinee del coefficiente di pressione. Si nota inoltre uno spostamento dei punti di arresto
verso il basso (nel caso di vortice con intensita positiva) proporzionale all’intensita del
vortice. La figura 2.3 mostra I’andamento delle linee di corrente attorno a un cilindro con
circuitazione non nulla I' < 4maV,, (ovvero un cilindro in rotazione). Rispetto alla figura 2.1

si nota come 1 punti di arresto pur rimanendo sulla circonferenza sono spostati verso il basso.

Linee di corrente

Figura 2.3 Linee di corrente che rappresentano il campo di moto attorno a un cilindro con circuitazione I' < 4maV .
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La figura 2.4 mostra invece I’asimmetria delle isolinee del coefficiente di pressione, in
particolare si nota una zona di depressione nella parte superiore del cilindro, che sta ad

indicare la presenza di una forza perpendicolare alla direzione del moto diretta verso 1’alto.

Isolinee Cp

Figura 2.4 Isolinee del coefficiente di pressione nel caso in cui I' < 4maV .

La figura 2.5 mostra che cosa succede quando si introduce un vortice di intensita I' = 4maV,,,

ovvero 1 punti di arresto coincidono in un unico punto posto sulla circonferenza ad una

posizione angolare di 9 = — 7 tispetto al semiasse positivo delle ascisse.

Linee di corrente

Figura 2.5 Linee di corrente nel caso in cui l'intensita del vortice sia I' = 4maV .

23



Come ultimo caso si considera un vortice irrotazionale di intensita I' > 4mal/, per cui si

ottiene il campo di moto rappresentato in figura 2.6. In questo il punto di arresto ¢ unico e non

si trova piu sulla circonferenza.

Linee di corrente

Figura 2.6 Linee di corrente nel caso in cui l'intensita del vortice sia I' > 4maV ..

Per questo caso si riporta (figura 2.7) anche la rappresentazione delle isolinee del coefficiente

di pressione, mostrando che ¢’¢ una proporzionalita tra 1’intensita del vortice e ’intensita

della forza di portanza generata dall’asimmetria del coefficiente di pressione dovuta alla

presenza del vortice irrotazionale.

Isolinee Cp

Figura 2.7 Isolinee del coefficiente di pressione nel caso I' > 4maVl .
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2.2.3 Due cilindri

Finora si ¢ verificato che i risultati, ottenuti utilizzando il codice, sono concordi con quanto
dimostrato nella teoria. Si sfrutta adesso il programma per vedere cosa succede quando due
cilindri rotanti, messi in diverse posizioni del dominio, sono investiti da una corrente
uniforme. Si considerano due cilindri allineati lungo un asse parallelo all’asse y, rotanti in
versi opposti ma con la stessa intensita, il risultato, rappresentato in figura 2.8, ¢ che il campo
di moto rimane perfettamente simmetrico. Si osserva che la corrente viene come risucchiata
dalla strozzatura che si viene a creare tra i due cilindri, per poi espandersi verso 1’esterno una
volta attraversato il restringimento, ¢ quindi possibile identificare un tubo di flusso di tipo

convergente-divergente.

Linee di corrente

2 L T T T T T L

1.5k B

.55 E

Figura 2.8 Linee di corrente attorno a due cilindri controrotanti investiti da una corrente uniforme.

Come ¢ noto in un condotto convergente-divergente (per flussi subsonici), si ha
un’accelerazione del flusso, e una progressiva diminuzione di pressione, nel tratto
convergente fino al massimo restringimento del condotto, superato il quale la corrente
decelera aumentando di pressione. La figura 2.9 mostra la variazione della pressione per il

caso sopra descritto, le cui linee di corrente sono rappresentate in figura 2.8.
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Figura 2.9 Isolinee del coefficiente di pressione per il caso di due cilindri controrotanti con la stessa intensita

I1 discorso cambia se si allineano i due cilindri lungo un asse parallelo all’asse x, infatti pur
essendo 1 cilindri controrotanti (utilizzando vortici di uguale intensita ma con versi opposti), il
campo di moto risultante non ¢ affatto simmetrico. In questo caso, rappresentato in figura
2.10, la corrente uniforme viene forzata a passare nel restringimento tra i due cilindri

seguendo un percorso ad “S”.

Linee di corrente

Figura 2.10 Linee di corrente attorno a due cilindri allineati lungo un asse orizzontale controrotanti con la stessa

intensita.
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Considerando due cilindri nella stessa disposizione di figura 2.10, ma questa volta rotanti
nello stesso verso, si ottiene che la corrente non riesce a passare nello spazio compreso tra i

due cilindri come rappresentato in figura 2.11.

Linee di corrente

Figura 2.11 Linee di corrente attorno a due cilindri allineati lungo I’asse x rotanti nello stesso verso con la stessa

intensita.

3 Conclusioni
Per lo sviluppo del codice Matlab descritto al capitolo 2, ¢ stato necessario fare alcune ipotesi

sul campo di moto: si ¢ considerata infatti una corrente stazionaria e irrotazionale di un fluido
ideale. Tali ipotesi hanno permesso una grande semplificazione delle equazioni che
descrivono il moto di una corrente fluida. Il problema del calcolo della corrente di un fluido
ideale si riduce quindi alla risoluzione dell’equazione di Laplace. Si ¢ dimostrato come essa ¢
soddisfatta sia dalla funzione di corrente che dal potenziale da cui si ricava il campo di
velocita. Inoltre I’equazione di Laplace ¢ lineare, ¢ dunque possibile applicare il principio di
sovrapposizione degli effetti. Infatti per la determinazione della corrente di un generico
campo complesso ¢ sufficiente conoscere le funzioni di corrente e potenziale dei campi
elementari che lo compongono. Il codice ¢ stato realizzato sfruttando le soluzioni dei campi
semplici descritte nel paragrafo 1.5. Mediante il programma ¢ stato possibile riprodurre alcuni
campi particolari (come il campo di moto attorno ad un cilindro con e senza circuitazione) e
verificare che 1 risultati cosi ottenuti siano effettivamente concordi con quelli teorici. La vera

utilita del programma risiede nel fatto che ¢ possibile visualizzare un generico campo,

composto da un qualsiasi numero di campi elementari, ottenendo risultati interessanti come
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nel caso dei due cilindri rotanti immersi in una corrente uniforme, descritto nel paragrafo

2.2.3.
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Appendice A

Equazioni di Eulero ed equazione di Bernoulli

ap 2\
5+v-(pv)_0 (A.1)
p (g +7V-VV) = —vp (A2)
p(5+V-VE) ==V (pV) (A3)

Le equazioni di Eulero (A.1, A.2, A.3) si ottengono delle equazioni di Navier-Stokes, che
descrivono il campo di moto di una generica corrente fluida, trascurando gli effetti viscosi e
della conducibilita termica e in assenza di forze di campo e sorgenti di calore. L’equazione
A.1 rappresenta la conservazione della massa, la A.2 la conservazione della quantita di moto,
mentre la A.3 rappresenta la conservazione dell’energia. Si considerano ai fini di questa tesi
solo le equazioni A.1 e A.2, le quali nel caso di un fluido incompressibile si semplificano

ulteriormente. In particolare la (A.1) diventa
V-V=0 (A.4)

che rappresenta la condizione di incompressibilita, mentre la (A.2) diviene
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la quale, considerando ’identita vettoriale V - VV =V (‘%) —VX® (dove w=VxV,¢la

vorticitd), pud essere riscritta in questo modo
v N oo -
—V+V(V—)—wa=—v(2) (A.5)
at 2 P

L’equazione (A.5) nel caso di corrente stazionaria, diventa

v(‘%z+§)—17x5=0

Quest’ultima relazione la si puo proiettare lungo la direzione di , il versore tangente in ogni
punto ad una linea di corrente, e poiche Vxad ¢, per definizione di prodotto vettoriale,

perpendicolare alla velocita V= VE, si ottiene
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p+ %,{)V2 = costante = Hpg (A.6)

La (A.6) ¢ I’equazione di Bernoulli lungo una linea di corrente, infatti la costante Hg in
generale non risulta essere costante in tutto il dominio ma solo lungo la linea di corrente. Si
puo dimostrare che per una corrente irrotazionale (con ®=0), Hp risulta essere costante in

tutto il dominio, per cui dalla (A.6) si ottiene I’equazione di Bernoulli
p+ %sz = costante = p, (A7)

dove p ¢ la pressione statica, 3 pV? ¢ la pressione dinamica e p, la pressione totale.
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Appendice B

clear all

close all

X = -1:0.01:1;

y = X;

[X,Y] = meshgrid(x,y);
%$definizione CAMPO UNIFORME

W = input('intensita campo uniforme ');

ifw~=0

angcu = input('incidenza in gradi del campo uniforme compresa tra 0
(incluso) e 180 (escluso) '");

if angcu<0 || angcu>=180

error ('angolo deve essere compresa tra 0 (incluso) e 180 (escluso) ')
end

alphacu = (angcu*pi)/180;
else
alphacu = 0;
end
%definizione SORGENTI e/o POZZI
m = input('digitare numero di sorgenti/pozzi ');
if m<O
error ('deve essere un valore positivo')
end
xs = zeros(l,m);
ys = zeros(l,m);
Q = zeros(l,m);
if m~=0
for i=1:m
Q(i) = input('intensita sorgente/pozzo ');
ys (i) = input('coordinata orizzontale sorgente/pozzo tra -1 e 1
")
if ys(i)<-1 || ys(i)>1
error ('deve essere comrpesa tra -1 e 1'")
end
xs (i) = input ('coordinata verticale sorgente/pozzo tra -1 e 1 )
if xs(i)<-1 || xs(i)>1
error ('deve essere comrpesa tra -1 e 1'")
end
end
end
%definizione DOPPIETTA
n = input('digitare numero di doppiette ');
if n<0
error ('deve essere un valore positivo')
end
xd = zeros(l,n);
yd = zeros(l,n);
mu = zeros(l,n);
angolo = zeros(l,n);
alpha = zeros(l,n);
ang = zeros(l,n);
if n~=0
for i=1:n
mu (i) = input('intensita doppietta ');
yd (i) = input('coordinata orizzontale doppietta tra -1 e 1 ");
if yd(i)<-1 || yd(i)>1
error ('deve essere comrpesa tra -1 e 1'")
end
xd (i) = input('coordinata verticale doppietta tra -1 e 1 ")

32



if xd(i)<-1 || xd(i)>1
error ('deve essere compresa tra -1 e 1'")

end
angolo (i) = input('inserisci angolo in gradi , positivo in senso
orario '");
alpha (i) = pi/2-((angolo(i)*pi)/180); %$1lo usiamo
per il calcolo delle velocita
ang (i) = (angolo (i) *pi)/180; %lo usiamo
per il calcolo delle psi e phi
end
end
%definizione VORTICE
p = input('digitare numero di vortici ");
if p<0
error ('deve essere un valore positivo')
end
xv = zeros (l,p);
yv = zeros(l,p);
vor = zeros(l,p):;
if p~=O
for i=1l:p
vor (i) = input('intensita vortice '");
yv (i) = input('coordinata orizzontale vortice tra -1 e 1 ")
if yv(i)<-1 [|] yv(i)>1
error ('deve essere comrpesa tra -1 e 1'")
end
xv (i) = input('coordinata verticale vortice tra -1 e 1 ');
1f xv(i)<-1 || xv(i)>1
error ('deve essere comrpesa tra -1 e 1'")
end
end
end

%$CAMPO UNIFORME
PSIU = zeros (length(x),length(y));
PHIU = zeros (length(x),length(y));

$SORGENTE

psis = zeros(l,m);
phis = zeros(l,m);
rsp = zeros(l,m);
rs = zeros(l,m),
tsp = zeros(l,m);
ts = zeros(l,m);
us = zeros(l,m);
vs = zeros(l,m);

PSIS = zeros (length(x),length(

v) )
PHIS = zeros (length(x),length(y

)

) ;

)
))
Us = zeros (length(x),length(y)
Vs = zeros (length(x), length (y)

’

’

$DOPPIETTA

psid = zeros(l,n);
phid = zeros(1l,n);
rdp = zeros(l,n);
rd = zeros(l,n),
tdp = zeros(1l,n);

td = zeros(l,n);
ud = zeros(1l,n);
vd = zeros(l,n);
PSID = zeros (length(x),length(y)
PHID zeros (length (x), length (y)
Ud = zeros(length(x),length(y)):;
Vd = zeros(length(x),length(y)):

)i
)i



$VORTICE

psiv = zeros(l,p):;
phlv = zeros (1l,p);
rvp = zeros(l,p)
rv = zeros(l,p):;
tvp = zeros(1l,p):;
tv = zeros(l,p):;
uv = zeros(l,p);
vv = zeros(l,p);

PSIV = zeros (length(x
PHIV = zeros (length(x

Uv = zeros (length(x
Vv = zeros (length (x

PSI = zeros (lengt
PHI = zeros (lengt

U = zeros (length(x
V = zeros (length (x
$PRESSIONE

cp = zeros (length

(x
(x

h(x

)y
)y

h(x

(x

)y
)y

)y

x),
X),

length (y)
SVELOCITA E FUNZIONI DI CORREN

)y
)y

length (
length (

length (y
length(y

)7
) ;

)
)
EE
) ;
) ;

length(y));
length(y));

Yy
Yy
length(y));
) ;
T
)
)

length(y));

POTENZIALE TOTALT

$CALCOLO DEL CAMPO DI VELOCITA E FUNZIONI DI CORRENTE E POTENZIALE
u) ;

uu = W*cos (alphac

vu = W*sin (alphacu);
for i=1l:length (x)
for j=1l:1length(y)
for k=1:m
rsp (k) = Sqrt((X(l) (k))A2+(Y(]) s(k))"2);
rs(k) = sqrt((x(i)- ( )) "2+ (v (3) - (k)) 2);
tsp (k) = atanZ(y(j) s(k),x(1)- yS(k)),
ts (k) = tan2(y(j> ( ), x(1)-xs(k));
psis(k) = )/(Z*pl))*tSp(k);
PSIS(i,]j) = PSIS(i,]j)+psis(k);
if rs(k)>0. Ol
us (k) = (Q(k)/(2*pi*rs(k)))*sin(ts(k));
vs (k) = (Q(k)/ (2*pi*rs(k)))*cos(ts(k));
Us(i,3j) = Us(i,J)+us(k);
Vs(i,3j) = Vs(i,]J)+vs(k);
end
if rsp(k)~=0
phis (k) = (Q(k)/(2*pi))*log(rsp(k));
PHIS (i,3j) = PHIS(i,7j)+phis(k);
end
end
for k=1:n
rdp (k) = sqgrt((x(i)-yd(k))"2+(y(J)-xd(k))"2);
rd(k) = sgrt((x(i)-xd(k))"2+(y(J)-yd(k))"2);
tdp (k) = atan2(y(j)-xd(k),x(i)-yd(k));
td(k) = atan2(y(j)-yd(k),x(i)-xd(k));
if rd(k)>0.01
ud (k) = (mu(k)/(2*pi* (rd(k))"2))*cos (td(k)-
alpha(k))*sin(td (k) )+ (mu(k)/ (2*pi* (rd(k))"2))*sin (td (k) -
alpha (k)) *cos (td(k));
vd (k) = (mu(k)/ (2*pi* (rd(k))"2))*cos (td(k)-alpha
(mu (k) / (2*pi* (rd(k))"2)) *sin(td (k) -alpha (k) ) *sin(td(k));
ud(i,j) = Ud(i,7)+ud (k)
vd(i,j) = vd(i,]j)+vd(k);
end
if rdp(k)>le-2
psid(k) = (mu(k)/ (2*pi*rdp(k)))*sin(tdp(k)-ang(k));
phid (k) = - (mu(k)/ (2*pi*rdp (k))) *cos (tdp (k) -ang (k)

k) ) *cos (td(

) 4

k)) -
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PSID(i,j) = PSID(i,j)+psid
PHID(i,j) = PHID(i,7)+phid
end

end

for k=1l:p

rvp (k) = sgrt((x(i)-yv(k))
rv (k) = Sqrt((x(l)—X vi(k))”
tvp (k) = atan2(y(j)-xv(k),
tv(k) = atan2(y(j)-yv ( ) X
phiv (k) = (vor(k)/(2*p1))*
PHIV(i,Jj) = PHIV(i,]j)+phiv
if rv(k)>0.01

vv (k) = (vor(k)/(2*pi*rv(k
uv (k) = —(vor (k) /(2*pi*rv(
Uv(i,J) = Uv(i,3)+uv(k);
Vv(i,j) = Vv (i,J)+vv(k);
end

if rvp(k)~=0

psiv(k) = —(

PSIV(i,3) = PSIV(i,]J)+psiv
end

end

PSIU(i,]) = -vu*x(i)+uu*ry(
PHIU (i,]J) = uu*x(i)+vu*y (3

2
x
(
t
(

(k) ;
(k) ;

~2
+

(
i

v

+
(
i
)
p
k) ;

))

)
k)))

(k) ;

3) i
):

’

(
y
)

(

*sin(tv(k));

*cos (tv(k));

vor (k) / (2*pi)) *log (rvp (k) ) ;

U(i,3) = Us(i,3j)+U0d(i,])+Uv (i,])+uu;
V(i,3) = Vs (i,j)+vd(i,j)+Vv(i,])+vu;

g g

jus @]

H H
(G
([t

cp(i,j) = 1-(U(i,3)"2+V(i,73)

end
end
%visualizzazione campo di velocita
figure
streamslice(X,Y,U,V,2)
xlabel ('x', '"FontSize',18)
ylabel ('y', "Rotation',0, '"FontSize'
axis([-1 1 -1 11)
title('campo velocita', 'FontSize

%visualizzazione linee di corrente
figure

= PSIU(i,j)+PSIS (i
PHIU(i,7)+PHIS (1

rJ)
r3)

»18)

',18)

+PSID (i, ) +PSIV (i
+PHID (i, 3) +PHIV (i

) /W"2

[~,h] = contour (X,Y,PSI.',50, ' 'Linewidth',2);

set (h, "ShowText', 'off', 'TextStep',get (h

colorbar

xlabel ('x', 'FontSize',18)

ylabel('y', '"Rotation',0, 'FontSize',18)
axis([-1 1 -1 117)

title('Isolinee \psi ', 'FontSize',18)

$visualizzazione isolinee di potenziale

figure

[~,h] = contour(X,Y,PHI."',50, ' 'LineWidth',2);

set (h, 'ShowText', 'off', 'TextStep',get (h, 'LevelStep'

colorbar
xlabel ('"x', '"FontSize',18)

, 'LevelStep'

y(3) XV(k))AZ);
(3)-yvi(k))"2);
-YV(k));

xv (k));

k) ;

))

))

rJ) i
+J)
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ylabel('y', '"Rotation',0, 'FontSize',18)
axis([-1 1 -1 11])
title('Isolinee \phi ', 'FontSize',18)

% 1solinee del coefficiente di pressione cp

figure

[~,h] = contour(X,Y,cp,100, 'LineWidth', 2) ;

set (h, "'ShowText', 'off', 'TextStep',get (h, 'LevelStep'));
colorbar

xlabel ('x', '"FontSize',18)

ylabel ('y', "Rotation',0, 'FontSize',18)

axis([-1 1 -1 11)

title('Isolinee \cp', 'FontSize',18)
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